Rentas fraccionadas y variables

6.1. Introduccion

En la aplicacién préctica del estudio de las rentas, podemos encontrarnos con que los
términos de las mismas no necesariamente han de ser uniformes en toda su duracién.
Del mismo modo, tampoco los términos han de coincidir con los afios naturales. Es
muy habitual que €stos, en las operaciones financieras de inversién o financiacién, sean
mensuales, trimestrales, etc.

Igualmente, los términos no necesariamente serdn constantes a lo largo de toda la
duracién de la misma. Es frecuente encontrarse con rentas crecientes en un porcentaje e
incluso, con rentas variables en general.

Las rentas fraccionadas son aquellas en las que la periodicidad con que se hacen
efectivos los sucesivos capitales es inferior al afio, produciéndose pagos y cobros men-
sualmente, trimestralmente, semestralmente, etc.

En una renta fraccionada constante una serie de capitales de la misma cuantia estan
disponibles en fracciones consecutivas de afio, llamadas m, durante n afios. El nimero
de términos total es nm.

6.2. Rentas con fraccionamiento uniforme

En este caso el periodo de capitalizacion es superior al periodo en que se percibe la
renta, es decir, nos dan el interés efectivo anual i, mientras que el término C de la renta
se percibe m veces dentro del afio. Para encontrar el valor en este tipo de rentas frac-
cionadas, tendremos también que referir ambos pardmetros término y tanto a la misma
unidad.

Si el tanto de valoracién es el nominal anual J™), entonces, tal como vimos en (4.7)
en la pagina 41, el valor de i) serfa,
Jm — pyim) im) — @

m

Para calcular el interés periédico i™ a partir del tanto efectivo anual i dado y valorar la
renta teniendo en cuenta que la duracién de la misma es de nm periodos, siendo t = nm,
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utilizamos la ecuacion de los tantos equivalentes, vista en (4.6) en la pagina 41.
1
i = (1+i)m -1
y en consecuencia, como hemos visto en (5.1) en la pagina 58, el valor actual seria,

1= (14im) ™
armim = j(m)

(6.1)

expresion que nos da el valor actual de la renta unitaria y generalizando, el valor actual
de una renta constante, temporal, inmediata y pospagable de término C, duracioén nm
periodos a interés im y de acuerdo con (6.1), sera,

VO():Ca (m) VO():C ( ) )

nmli

(6.2)

Una representacion gréifica puede verse en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Valor actual de una renta unitaria fraccionada

Este método, lo podemos considerar como genérico para la resolucién de las rentas
fraccionadas y es el que vamos a utilizar para obtener el valor actual o final de una renta
pospagable o prepagable fraccionada, sea de duracién determinada o perpetua.

Si se trata del valor final,

(1+im)™ -1

Smi(m) = l(m) (63)
generalizando,
i)™ —1
(m) _ (m) _ (
Vn - CSml(m) Vn - C l("’l)
Vi =Ca i (14+i™)" (6.4)

Ejemplo 6.1 Determinar el valor actual de una renta de 5 afios de duracién, al 7% de interés
anual efectivo y los términos son de 850 € trimestrales.
En primer lugar, obtendriamos el tipo de interés efectivo trimestral,

i) = (140,07)% — 1 = 0,01705853
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para obtener el valor actual utilizando la expresion (6.2).
V() = 85061%‘0701705853 = 14301 74-6

Utilizando la calculadora financiera, para obtener Vj, obtenemos i) en primer lugar,

4[n]100(PV]7 (i Jresultando 1,705853
20( n | 850 0 obteniendo la respuesta de 14 301,46

Si se trata del valor actual en una renta fraccionada cuyos términos sean prepagables,
éste serd igual al valor actual de una renta temporal, constante, unitaria, fraccionada,
inmediata y pospagable multiplicado por (1 + i(’")). En este caso,

1= (14im) ™" e (1im) ™

i = (1+im)~" i) (1) (6.5)
y, el valor final,
R () sy
5w = e (14itm) (6.6)
Se verifica por tanto la relacion entre el valor actual y final,
s =a o (1+i)" 6.7)

n
por ser (1 + i(m)) el factor de capitalizacién en el intervalo [0, m].
Si se trata de rentas fraccionadas perpetuas, su valor actual, vendra expresado por,

1
a;‘ jm = 1(7)

(6.8)
en el caso de que la renta fraccionada perpetua unitaria sea prepagable, su valor actual,

sera,

. 1

a;‘i(ln) == 1 + 1(7) (69)
Ejemplo 6.2 ;Qué capital debemos depositar en un banco que nos abona el 0,50 % mensual si
pretendemos obtener una renta de 1 000<€ mensuales?

1000

-
0.005 00000

V() =1 000(1;‘07005 =

Otra forma de valorar las rentas fraccionadas consiste, en primer lugar, en sustituir
todos los pagos que se realizan en una afio cualquiera por un solo pago equivalente al
final del afio C’ (dado que en todos los afios se repite la misma forma de pago) y luego
valorar la renta anual y constante que resulta,

C C(1+i(m))_lch

L e ) -
C' = msﬁ‘i(m) m l(m) J(m)

por tanto, los m pagos que se realizan en el primer afio forman una renta cuyo valor final
C' es,

C=Cc—
J(m)

En consecuencia, partiendo de la ecuacion (5.2) de la pagina 58, los valores actual y
final, serian,

m _ ot

V" = C < (6.10)
Yy, _

v —c L. 6.11)

J(m)
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6.2.1. Rentas fraccionadas, diferidas y anticipadas

El valor actual de una renta temporal, constante, unitaria, fraccionada y diferida p pe-
riodos, es igual al valor actual de una renta temporal, constante, unitaria y fraccionada
actualizado por los periodos de diferimiento, es decir, multiplicando su valor actual por

(1 + i(’"))_pm. Esto es,

pla = (1+0") M a 6.12)

nmit
Igual ocurre con la obtencién del valor final de una renta temporal, constante, unitaria,
fraccionada y anticipada h periodos, debiendo multiplicar en este caso el valor de la

. . ., . h"’l
renta fraccionada por su anticipacién (1 + z(”’)) .

hm
i/ = (1+i™) s (6.13)

nmli

6.3. Ecuacion de las rentas constantes, inmediatas y tempo-
rales

Esta ecuacion general, es el algoritmo desarrollado por Roy E. Martin y William Kahan
en el desafio de un sistema de cdlculo financiero que equilibrara rapidez y precisién
en los recursos computacionales para la HP12c. Nos permite obtener cualquiera de las
cinco variables financieras tipicas.

Vm—(H—iMC{ﬂ} V(14" =0 (6.14)

Si u =0, se tratard de una renta pospagable, siendo por tanto (14 iu) = 1. Si la renta
es prepagable, u = 1y en consecuencia (1+iu) = (1+1) que es el factor que convierte
una renta pospagable en prepagable tal como hemos visto en (5.8).

En el caso de C = 0, nos encontrarfamos en un supuesto de capitalizacién compuesta,
pudiendo obtener los valores de Cy vV Vy AC,, V'V, ya que,

Vo+V,(1+i)™"=0

6.4. Rentas variables en progresion geométrica

Se caracterizan porque la cuantia de sus términos varfan en progresién geométrica. La
razén de la progresion, que representamos por g ha de ser positiva, es decir g > 0, puesto
que en caso contrario todos los términos con exponente de g impar tendrian cuantia
negativa'.

Si g > 1, la renta serd creciente. Si 0 < g < 1, los términos de la renta serdn decre-
cientes.

Dentro de las rentas geométricas cabe hacer todas las hipétesis que para las cons-
tantes hemos hecho sobre el vencimiento de los términos (pospagable y prepagable),
en relacién a la duracién (temporal o perpetua) y con respecto al punto de valoracidn
(inmediata, diferida o anticipada).

"Puede verse el apéndice A.6 en la pagina 181 referido a las progresiones geométricas
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6.4.1. Renta pospagable temporal

El valor actual de una renta pospagable, inmediata, temporal y variable en progresion
geométrica, de primer término C 'y razén g, con una duracién de » afios al tipo de interés
I, sera,
Vo(Coq)mi =C(1+1) ' +Cq(1+) 2+ CF (1 +i) >+ +
+Cq" D (1 +i) 4 ogm I (140"

que representa una serie en progresion geométrica de razén g (1 +i)~!; por tanto, su
suma, aplicando A.11 en la pagina 183 ser4,

C+i) ' =Cqgm VA+i)y"g(1+i)!

VO(Q‘])%’ = ]_(1+l)_1q =
:Cl—q(”’”(“ri)’”q:Cl—q”(_“ri)’”
o 1+i—gq
A+ 1
l—¢"(14+i)™"
Vo(C =C— 6.15
0( 761)mz 1+i—q ( )

El valor final se obtendra capitalizando el valor actual, esto es, multiplicindolo por
su factor de capitalizacion compuesta (1 +i)".

Vn(C7 q)mi = VO(C7 ‘I)Mi (] +l)n (616)
y sustituyendo,
(1+i)"—q"
Va(C,q)a; =C T g (6.17)

Ejemplo 6.3 Dada una renta variable en progresién geométrica de primer término 10 000 € que
se incrementa anualmente un 20 %, si la duracién de la misma es de 15 afios y el interés del 6 %
efectivo, se pide determinar el valor actual y final de la misma.

Utilizando (6.15),

—1,215(140,06)"15 10000 —:4288

1
Vo(10000;1,2)y570 45 = 10000 ——"=57 = ot

=387772,27

Del mismo modo, sirviéndose de la relacién entre el valor actual y final,

Va(C,q)mi = Vo(C,q)m; (1 +1)"
Vis = Vo(1+0,06)" = 387772,27(1+0,06)" = 929 318,81

Podemos utilizar la HP12c para resolver el valor actual de esta renta [25]. Para ello, en primer
lugar tenemos que ajustar i en relacién a q.

g L14i , 140,06
i = —1 i = —
q 1,2

1=-0,116667-100~ —11,667 %

Este i’ sera la tasa a aplicar. Por tanto,

15[ n J-11,667[ i ] 10000 obteniendo 465 326,73.

Valor que tenemos que ajustar con,

v 465326,73
Vi=2 y)=22t 2 38777227
q 1,2

Para obtener el valor final, utilizamos la relacién entre valor actual y final,
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6 i ]387772,27([PV]0 cuyo resultado es -929 318,81.

La razén suele venir dada en porcentaje, por lo que en la expresién (6.15), igual que

hacemos con el tipo de interés, la razén se reflejard en tanto por uno, siendo por tanto
1+ L%
7= """ 00°

Estudiando la relacién de g con respecto a (1 + i),

g < (1+1) es el caso normal,

g > (14 1) implica obtener un valor negativo, pero al ser el numerador también nega-
tivo la solucién es positiva,

. . .0
g = (141i) da como resultado una indeterminacion del tipo o Para resolverla se pro-

cederd a la actualizacién de cada uno de los capitales al punto de origen de la
renta.

En este caso,

1—q”(1+i)_"} 0
0

Vo(C,14i)y; = lim C g =_ =

q—1+i

aplicando L’Hdpital respecto a g, para resolver la indeterminacion,

—(1 N\ —n n—1
e G ) UL T
—q

6.4.2. Renta pospagable perpetua

En el supuesto de que se trate de una renta perpetua, para su calculo, bastard con hacer
tender 7 a infinito en la expresion de su valor actual (6.15),

) C
Vo(C.q)wli :y}glgovo(c74)mi “1tiog
C
Wl q)e; = —7 6.18
paral+i>gq. "

6.4.3. Renta prepagable temporal

Si se trata de una renta prepagable, partiendo del principio de equivalencia financiera y
del valor actual de una renta pospagable, inmediata, variable en progresién geométrica
y temporal, tal como hemos visto en (6.15),

VO(Ca Q)mi = VO(Ca Q)mi (1 + l) (619)

Igualmente, si se trata del valor final de una renta prepagable, bastard con actualizar
el valor final de la renta pospagable, inmediata, variable en progresién geométrica y
temporal.

Vn (Ca Q)mi =Vu (Ca Q)mi (1 + l) (6.20)

Del mismo modo, partiendo del valor actual, podriamos capitalizar el mismo usando
el factor de capitalizacién para obtener su valor final,

Vn(c7q)mi = VO(Cv q)mi (1 + l)n (621)
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6.4.4. Renta prepagable perpetua

En el supuesto de tratarse de una renta perpetua, la obtencion del limite cuando n tiende
a infinito del valor actual de la renta prepagable nos permitird obtener su valor.

) o C(1+i

Vo(C,q)wii = lim Vo(C,q)m; = 1J(rl._3]
) C(1+i)
Vo(C,q)mi = 6.22
0( 7Q)4\1 1+i—q ( )

6.4.5. Renta diferida y anticipada

La obtencioén del valor actual de una renta diferida p periodos, pospagable, temporal y
variable en progresién geométrica, tal como vimos para una renta constante en la figura
5.6 de la pagina 63, y la expresién (5.11),

p/Vo(C.q@)mi = Vo(Cq)m; (1+1)77 (6.23)
Si se trata de una renta prepagable, procederemos del mismo modo,
P/VO(C7q)mi = VO(Cv q)Mi (] + i)_p (624)

Cuando se trata de una renta perpetua, el valor actual, serd el que corresponde a una
temporal sobre la que obtendremos el limite cuando » tiende a oo.

p/Vo(C, @) = 1im p/Vo(C,q)z;

C(l+i)7?
= Y 2
p/Vo(Coa)mi = =0 (6.25)
Si fuera prepagable,
y C(1+i)~P=Y
p/Vo(C,q)x) T (6.26)

En las rentas anticipadas, para la obtencién del valor final puede aplicarse lo visto en
la unidad anterior. El valor final, pospagable y temporal,

1/ Va(C, @i = ValC, @) (14" (6.27)

Si la renta es prepagable,

1/ Vi (C, @i = ValCo@)i (14" (6.28)

6.5. Rentas variables en progresion aritmética

Se caracterizan por seguir la cuantia de sus términos una progresion aritmética, siendo
d la razén de la progresion, que puede ser positiva o negativa, si bien en este segundo
caso, al ser los términos decrecientes, para que no aparezcan términos negativos o nulos
es preciso imponer la condicién C+ (n—1)d > 0, lo que implica que la razén d esta
acotada inferiormente por,

—C

d
>n—1
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6.5.1. Renta pospagable temporal

La obtencién del valor actual que designaremos como Vy(C,d);; es,

i [C+(s—1)d](1+i)"* :Cam,-+di(s— D(1+i)~*

s=1
por tanto, se puede escribir,
Vo(C,d)m; = Cay; + % [am; —n(1+1)7"]
de donde,
Vo(C.d); = (C+ %) pli — M

1

dn _ .
sumando y restando — se obtiene la expresion,
i

d d
1 1

que resulta mas comoda al venir expresada en funcién de a;); "

El valor final, V,,(C,d);); puede obtenerse de forma directa,
n
Z [C+(s—D)d](1+i)"*
o también, capitalizando el valor actual, es decir, multiplicando por (14 )"

. d dn(1+i)" o
V€ = VolC. (140" = [ (49 a — DT (14

resultando,

d
Vi(C,d)a; = (C + 5) S — — (6.30)
l l

6.5.2. Renta pospagable perpetua

El valor inicial de una renta perpetua es el limite cuando n — o de la correspondiente
renta temporal, por tanto, el valor actual de la renta pospagable, variable en progresion
aritmética perpetua es,

d dn(l+i)™"
Vo(C,d)m; = lim KC‘F —.> Ayli — M
n—yoo 1 1
y dado que,
) 1
r}g{}oami =dax) =~
’ 1
I 140" — |f — 1 _
M () = i e = o T og, (140
resulta,
d\1 C d
VO(C7d);\i = <C+ 7) 7 = 7 + 1_2 (6.31)



6.5 RENTAS VARIABLES EN PROGRESION ARITMETICA 85

6.5.3. Renta prepagable temporal

Si se trata en este caso de una renta temporal prepagable, su valor actual puede obtenerse
en funcién de Vy(C,d)

nli

n—1

Vo(C,d)g; = ) [CH+sd](1+i)* =

s=0

i [C+ (s—1)d](1+i)"° = Vo(C,d)y; (141)

s=1

resultando por tanto,
.. . d dn .
Vo(C,d)y = (1+1) C+7+d” Al == =W(C.d)y; (1+1) (6.32)

Igualmente, el valor final prepagable, se obtendra capitalizando el valor actual,
Va(C.d)ai = Vo(C.d)r; (1+1)" (6.33)

o directamente,
Vn(c7d)mi (C d)n\t ( + i) (6-34)

6.5.4. Renta prepagable perpetua

Si se trata de una renta prepagable perpetua, el valor inicial de la renta variable en
progresion aritmética se obtiene,

Vo(C,d)z; = lim V(C,d)y; = lim (14 i) Vo(C,d)z; = (1+1) Vo(C,d)y;

n—soo n—oo

resultando,

o(C.d), = (c+9) 1 (6.35)

6.5.5. Renta diferida y anticipada

Del mismo modo que para las rentas variables en progresion geométrica, si la renta esta
diferida en p periodos de rédito constante i respecto del punto de valoracién, su valor
actual se obtiene multiplicando el valor inicial por (14 7)7. Si la renta estd anticipada
en h periodos de igual rédito i, su valor final serd igual al valor final multiplicado por
(1+i)h

p/Vo(C, ) = (1+1) P Vo(C,d)z; (6.36)

sustituyendo,

»/Vo(Cod)i = (1+10)77 Kc+%+dn>a;,-—#}

Si es prepagable,
p/Vo(Cod)mi = (1+1) Vo (C,d)z; (6.37)

Si se trata de una renta perpetua, procederemos del mismo modo,
p/Vo(C,d)a; = (141) P Vo(C,d); (6.38)

p/Vo(C,d)z; = (1+1) " Vo(C,d)s; (6.39)
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Si se trata de una renta anticipada, su valor final, ser4,
1/ Va(Cd)iii = (140)" Vo (C, ) (6.40)

y sustituyendo,
N\h d dn

que en el supuesto de que fuera prepagable, seria,
1/ Va(Cod gy = (14" Va(C,d ) (6.41)

Ejemplo 6.4 Determinar el valor en el momento actual de una renta anual variable en progre-
sién aritmética, de primer término 10 000 <€, razén 2 000 €, rédito periodal constante i = 0,06,
que comenzard a devengarse una vez transcurridos 3 afios, en los supuestos de que se trate de
una renta prepagable de 20 afios de duracién o de una renta pospagable perpetua.

En el primer supuesto,

3/Vo(10000;2000)550 06 = (1 + 0’06)73%(10000;2000)@0’06

Vo = (140,06)2Vp(10000;2 000)3570 06 =

2000 2000-20]
0,06 0,06
=0,889996 [83 333,33 - 11,469921 — 666 666,66] = 257 351,33

=1,062 Kloooo+ +2000-20)am,or

En el segundo caso,

3/V0(10000;2000)50 96 = (1 +0,06) V(100002 000) o5 =
2000\ 1

= (140,06 *3(10000 —)—:

(1+0,06) +0,06 0,06

=0,839619-722222,22 =606391,70

6.6. Rentas variables fraccionadas

En las rentas constantes y en general, el tipo de interés i y el periodo de vencimiento
del capital n deben estar expresados en la misma unidad. En las rentas fraccionadas va-
riables, supuesto muy habitual en el mercado, el capital vence en una unidad inferior a
la del tanto. Para resolver este supuesto, podemos sustituir todos los capitales pertene-
cientes a los subperiodos por un tnico expresado en la misma unidad de tiempo que la
razén de la variacion o utilizar las siguientes expresiones.

6.6.1. Rentas variables fraccionadas en progresion geométrica

Partiendo de la expresion (6.15),

m i =g (1+i)™"
V" (C.q)a :CmW—Iqu(i—q) (6.42)

el resto de valores, podrdn obtenerse aplicando las relaciones conocidas. "
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6.6.2. Rentas variables fraccionadas en progresion aritmética

La expresion matematica para el cdlculo en el caso de rentas variables siguiendo una
progresién aritmética, obtenida a partir de (6.29) seria,

dn

d
<Cm+7+dn> i = — (6.43)

i

el resto de valores se obtendrian multiplicando por sus relaciones. "

Ejemplo 6.5 Determinar el valor actual de una renta trimestral de 300<€, de 4 afios de duracién
con un incremento anual del 10 % si se valora a una TAE del 5 %.
Si optamos por obtener el capital anual equivalente a las aportaciones trimestrales,

i = (1+0,05)3 —1=0,012272 Vi = 3005510 012272

(140,012272)* — 1
0,012272

V, =300 =1222,2713
En este caso, el valor equivalente anual de 1 222,27 € es el término C y utilizando (6.15),

Vo(C, g)nli Vo(1222,27;1,1)40,05

1—1,14(140,05)*
14+0,05—1,1

Vo =1222,2713 =4999,54
Si aplicamos directamente la expresion (6.42), entonces,

J# =4.0,012272 = 0,049089

0,05 1—1,14(1+0,05)"*
0,049089 140,05—1,1

Vo=300-4
y por tanto, el valor actual,

Vo =1200-1,018559-4,090374 = 4999,54

6.7. Rentas variables en general con rédito periodal constan-
te

En muchas operaciones financieras los términos de las mismas no son constantes, ni
tampoco variables en base a una progresiéon conocida. En realidad, son variables de
forma aleatoria.

En estos casos, existe la dificultad técnica de poder calcular la rentabilidad de la
operacion. Para ello, y tanto para las operaciones de inversion como las de financiacion,
se utilizan diferentes métodos.

6.7.1. Criterios de seleccion de inversiones

Algunos métodos se caracterizan por su sencillez. Entre estos, los mds utilizados son el
Tanto Medio de Rentabilidad (TMR) y el Plazo de Recuperacion (PR) .
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Tanto medio de rentabilidad

En este criterio se relaciona el rendimiento medio C; que ofrece una inversién con el
capital invertido Vp, por tanto,

1 n
-Y ¢,

= o
TMR =
Vo

Ql

TMR =

> (6.44)

=]

teniendo en cuenta que los flujos netos de cada periodo son la diferencia entre los ingre-
sos y los pagos del mismo, C; = I; — P;.

Este criterio, no tiene en cuenta el principio de referencia temporal y por ello se
considera de decision parcial.

Plazo de recuperacién o «payback»

También denominado payback o paycash es el tiempo que ha de transcurrir hasta que
la suma de los rendimientos netos C; sea igual al desembolso inicial V; o coste de la
inversion. Si consideramos »n el tiempo, entonces,

Vo=Ci+C+---+C, = n (6.45)

Tampoco en este criterio se considera la preferencia de la liquidez, ni tiene en cuenta
los rendimientos netos posteriores a la fecha del plazo de recuperacion y estd inspirado
en una politica de liquidez y no en criterios de rentabilidad.

Entre los criterios que si contemplan el tiempo, los mas extendidos son el Valor Actual
Neto, (VAN) o (VNA), y el denominado tanto o Tasa Interna de Rendimiento o retorno
(TIR).

6.7.2. Valor capital

Es el valor actualizado de todos los rendimientos esperados, es decir, la diferencia entre
el valor actualizado de los ingresos menos el valor, también actualizado, de los pagos.

C 1 C 2 C3 Cn

VAN =V, = —C
0 0+(1+i)1+(1+i)2+(1+i)3+ +(1+i)”

(6.46)

El valor actual V|, obtenido, menos la inversion realizada Cy en el momento inicial,
nos dard el resultado neto o VAN.

En el caso particular de que los rendimientos Cs sean constantes, se trataria de valorar
la renta constante temporal pospagable de los mismos, por lo que el VAN, seria,

VAN = Ca;; — G,

Este método, tiene la ventaja de tener en cuenta los diferentes vencimientos de los
flujos de caja. El criterio de decisidon que se aplica, es: si el VAN > 0, se acepta la
inversion; si el VAN < 0, la inversion se rechaza.

El célculo del VAN precisa que se fije previamente el tanto de valoracién i por par-
te del decisor. Esto provoca que diferentes valores de i puedan hacer que inversiones
validas para algunos, no lo sean para otros inversores.
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6.7.3. La tasa de retorno

La tasa de retorno, es el tipo de interés, en capitalizacién compuesta, que establece
la equivalencia financiera consistente en el intercambio de capitales financieros cuyos
términos no son iguales en capitalizacién compuesta,

C 1 C 2 C3 Cn

A0 T ari2 T arap T Ty 647)

Vo =
0 (1 +iy

Si igualamos a 0, podemos obtener el valor de i. Definiremos TIR de esta operacion
financiera al nimero real i, solucién de la ecuacion,

C(1+i)~"

(agE
(ngE

Cy(1+i) " =

s=1 t=1

Evidentemente, n e i, deberan estar expresados en la misma unidad. La TIR obtenida
estard en funcion de la unidad de tiempo con la que se esté trabajando. Si es el afio,
la TIR sera el interés efectivo anual; si por el contrario la unidad de tiempo fuera una
fraccién de m, entonces la TIR expresada como tasa anual equivalente vendrd dada por
i=(1+im)" 1.

Hay que tener en cuenta que para las operaciones financieras generales, la TIR no
siempre existe ni tiene por qué ser unica. De hecho, constituye una ecuacion algebraica
de grado p, siendo p > (m+ n) que puede presentar hasta p soluciones reales.

Si existe la TIR y es positiva, puede interpretarse como el tipo de interés efectivo
periodal constante que bajo el régimen de capitalizacién compuesta iguala el valor fi-
nanciero de los capitales de la prestacién con el valor financiero de los capitales de la
contraprestacion, es decir, como la remuneracién o coste que supone para las partes
llevar a cabo la operacién financiera.

Para su célculo, podemos emplear:

= Meétodos directos, que permiten obtener i a través del cdlculo de la tasa de retorno
resultante como:
¢ Método de Newton,
¢ Una calculadora financiera,

* Una hoja de célculo,
= Métodos aproximados, como:

* Lainterpolacién lineal,
* La aproximacién de Schneider,

¢ Estimacion heuristica.

6.7.4. Determinacion de i. Método de Newton

En general, no existe una férmula que permita calcular las raices de la ecuacién que se
plantea para la obtencién de la TIR de las operaciones financieras. El método de Newton
[17], constituye un método numérico para obtener dichas raices cuando los capitales de
la prestacion preceden a los de la contraprestacion.

En este caso, por las propiedades de g(i), resulta particularmente simple y eficiente
la aplicacion de éste método de la tangente. Consiste basicamente en lo siguiente:

Fijado un valor inicial para la variable incdgnita iy, se calcula a partir de el un nuevo
valor iy, utilizando un algoritmo i; = F(iyp) que garantice que la distancia de i; a la



90 RENTAS FRACCIONADAS Y VARIABLES

solucién de la ecuacién g(i) = 0 (solucién que denotaremos como i*) sea menor que la
distancia de ip a la misma. Este algoritmo se repetird hasta que se alcance un nivel de
error lo suficientemente pequefio.

La estimacién de un primer valor de iy es muy importante para reducir el nimero
de iteraciones. Para ello, podemos utilizar el método heuristico definido en (5.17) en la
pagina 67.

~

Figura 6.2: Método de Newton. Determinacion de i

Se escoge un valor inicial iy lo suficientemente pequefio, de tal forma que iy < i*,
siendo i* la TIR. Dado que g(i) es una funcién creciente y concava, la tangente a la
curva g(i) en i atravesard el eje de abcisas en un punto i; interior al intervalo [ig,i*];
por tanto, el valor de i} proporcionard una aproximacién por defecto a la solucién i*. Si
se procede de nuevo a trazar una nueva recta tangente a la curva en el punto (i1, g(i;)),
ésta intersectard al eje de abcisas en un punto interior al intervalo [i1,7']. Repitiendo el
proceso, y como consecuencia de las propiedades de la funcion g(i), tras n pasos se
verificard la siguiente desigualdad,

Iy <lpy1 <0 n=12,3,--

Es inmediato observar que,

I+ —8(in)
& (ln) N in+l - in
por lo que,
. . 8()
n —ln— —F7 4
vt =i = 0 (6.48)

expresion que constituye el algoritmo de Newton para resolver la ecuacién que propor-
ciona la TIR de una operacién financiera como la descrita.
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Repitiendo de forma indefinida este algoritmo se obtiene una sucesién creciente
io,i1,12,- -+ que se ird aproximando por defecto a i*. El proceso, se detendrd cuando
la mejora obtenida se considere despreciable, esto es, cuando i, —i,, < € siendo € un
nimero positivo fijado de antemano.

Ejemplo 6.6 En una operacion financiera en la que se imponen 5 000<€ y al cabo de 4 afios el
montante es de 6 324,30<€, determinar el tipo de interés i de la misma.
Utilizando la expresion (4.3) de la pagina 39, Co = C, (1 4+1)™"

5000 = 6324,30(14i)~* g(i) =5000—6324,30(1+i)"*=0
Sii=0
5000 — 6324,30 = —1324,30
¢(i) =6324,30-5(1+i)7
g'(io) = g'(0) = 31 621,50 — 6 324,30 = 25297,20
Sii=1
g(io) —1324,30

i = io— —0— =20 () 0523497
10T ) 2529720

Sie=0,0001, i; —ip = 0,0523497 > €, y repetimos el proceso.

g(i1) = 5000 — 6324,30(1+0,0523497)* = —156,69

g'(i1) =6324,30-4(1+i) 7>

¢'(i1) = ¢'(0,053497) = 19.600,72

Sii=2
iy =i — j((’;])) —0,0523497 — %60’,6792 —0,0603438

Sie=0,0001, i —i; = 0,0603438 —0,0523497 = 0,0079941, y repetimos el proceso.

g(i2) = 5000 — 6324,30 (1 +0,0603438) ~* = —2,9441840

¢ (i2) =6324,30-4(144)7>
¢'(ir) = £'(0,0603438) = 18 872,91

Sii=3

iy =iy— gg,((’;)) =0,0603438 — %‘;98?0 = 0,0604998

Sie=0,0001, iz — i, = 0,0604998 — 0,0603438 = 0,0001560 > €, repetimos el proceso.
g(i3) = 5000 — 6324,30(1 —i—0,0604998)74 =—0,0010920

g (i3) =6324,30-4(1 +i) 7>
¢'(i3) = £'(0,0604998) = 18 859,03

Sii=4
Y (%) —0,0010920
=i3— =0,0604998 — ————— = 0,0604999
MEBT ) 18859,03
Sie=0,0001, iy — iz = 0,0604999 — 0,0604998 = 0,0000001, y como is — i3 < €, termina-
mos el proceso de iteracion. La raiz de la ecuacién g(i) = 0, es i* = 0,0604999 ~ 6,050 % con
un error de aproximacién de 0,0001.
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6.7.5. Hoja de calculo

Empleando una hoja de célculo como Excel o Calc contamos con dos funciones para la
obtencién de la tasa de interés o valor de i.

La funcién TASA, devuelve la tasa de interés por periodo de una anualidad. Asi mismo,
resuelve cualquiera de las cinco variables de la ecuacién general de las rentas constan-
tes, inmediatas y temporales (6.14). TASA se calcula por iteracién y puede tener cero o
m4s soluciones. Si los resultados sucesivos de TASA no convergen dentro de 0,0000001
después de 20 iteraciones, TASA devuelve el valor de error #;NUM!

La sintaxis en Excel, seria,

TASA (nper;pago;va; [vE]; [tipo]; [estimar])

Puede verse la funcién VA en la ayuda de Excel para obtener una descripcién completa de los
argumentos nper; pago; va; vy tipo. No obstante, las variables, se pueden describir del
siguiente modo y con la correspondencia a las que venimos empleando.

nper n es el nimero total de periodos de pago en una anualidad.
pago C es el pago efectuado en cada periodo, que no puede variar durante la vida de
la anualidad. Generalmente el argumento pago incluye el capital y el interés,
pero no incluye ningtn otro arancel o impuesto. Si se omite el argumento pago,
deberd incluirse el argumento vf.
va Vo es el valor actual, es decir, el valor que tiene actualmente una serie de pagos
futuros.
vi V, es el valor futuro o un saldo en efectivo que desea lograr después de efectuar
el dltimo pago. Si el argumento vf se omite, se asume que el valor es O (por
ejemplo, el valor futuro de un préstamo es 0).
tipo es el nimero 0 6 1 e indica el vencimiento de los pagos, esto es, la consideracién
de pospagable o prepagable.
La sintaxis de las funciones es,

i
PAGO (tasa;nper;va;vi; [tipo])
VA (tasa;nper;pago; [vE]; [tipo])
VF (tasa;nper;pago; [val; [tipo])
que permiten obtener las otras variables vistas. L]

La funcién TIR devuelve la tasa interna de retorno de los flujos de caja representados
por los niimeros del argumento valores. Estos flujos de caja o términos no tienen por
que ser constantes, como es el caso en una anualidad como hemos visto en TASA. Sin
embargo, los flujos de caja deben ocurrir en intervalos regulares, como afios o meses.
La tasa interna de retorno equivale al tipo o tasa de interés i obtenida por un proyecto

de inversioén que se produce en periodos regulares.
La sintaxis en Excel, seria,

TIR(valores; [estimar])

Con los siguientes argumentos:

Son valores obligatorios una matriz o una referencia a celdas que contienen los nimeros o
términos para los cuales desea calcular la tasa interna de retorno. El argumento valores debe
contener al menos un valor positivo y uno negativo para calcular la tasa interna de retorno.
La TIR interpreta el orden de los flujos de caja siguiendo el orden del argumento valores.
Asegurese de escribir los importes de los pagos e ingresos en el orden correcto. Si un argumento
matricial o de referencia contiene texto, valores 16gicos o celdas vacias, esos se pasan por alto.
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El valor estimar es opcional. Se puede utilizar un nimero que el usuario estima que se
aproximard al resultado de TIR. Excel utiliza una técnica iterativa para el cdlculo de TIR. Co-
menzando con el argumento estimar, TIR reitera el cdlculo hasta que el resultado obtenido
tenga una exactitud de 0,00001 %. Si la TIR no llega a un resultado después de 20 intentos,
devuelve el valor de error # ;NUM!. En la mayorfia de los casos no necesita proporcionar el argu-
mento estimar para el cdlculo de la TIR. Si se omite el argumento estimar, se supondra que
es 0,1 (10%). Si la TIR devuelve el valor de error #;NUM!, o si el valor no se aproxima a su
estimacion, realice un nuevo intento con un valor diferente.

Es posible obtener una aproximacién heuristica de este primer valor de iy como estimacién
inicial. Para ello, podemos utilizar la siguiente expresion,

1
n

n
LG
s=1

—1 4
Vo (6.49)

iop =

que nos permitiria obtener un valor inicial que podemos utilizar en est imar de la funcién.
La TIR estd intimamente relacionada al VNA, la funcidn valor neto actual. La TIR es la tasa de
interés correspondiente a un valor neto actual O (cero). VNA (TIR(...);...) = 0. [

La funcién VNA (VAN) calcula el valor neto presente de una inversién a partir de una
tasa de descuento y una serie de pagos futuros (valores negativos) e ingresos (valores
positivos) segun la convencién de flujos (véase 1.2 en la pdgina 2).

La sintaxis en Excel,

VNA (tasa;valorl; [valor2];...)

que tiene los siguientes argumentos:

tasa que es obligatorio. La tasa de descuento a lo largo de un periodo.

valorl; valor2; ... valorl esobligatorio,los valores siguientes son opcionales. valorl;
valor2; ... deben tener la misma duracién y ocurrir al final de cada periodo. VNA utiliza el or-
den de valorl; valor2;... para interpretar el orden de los flujos de caja. Deben escribirse
los valores de los pagos y de los ingresos en el orden adecuado. Los argumentos que sean celdas
vacias, valores 16gicos o representaciones textuales de nimeros, valores de error o texto que no
se pueden traducir a nlimeros, no se consideran.

Si un argumento es una matriz o una referencia, solo se considerardn los nimeros de esa
matriz o referencia. Se pasan por alto el resto de celdas.

La inversién VNA comienza un periodo antes de la fecha del flujo de cajade valorl y termina
con el tltimo flujo de caja de la lista. El cdlculo VNA se basa en flujos de caja futuros. Si el primer
flujo se produce al principio del primer periodo, el primer valor se debe agregar al resultado VNA,
que no se incluye en los argumentos valores.

Si n es el nimero de flujos de caja de la lista de valores, la expresién de VNA es,

VNA=) ——
S (1+i0)s

VNA es similar a la funcién VA (Vy valor actual). La principal diferencia entre VA y VNA es que

VA permite que los flujos de caja comiencen al final o al principio del periodo. A diferencia de los

valores variables de flujos de caja en VNA, los flujos de caja en VA deben permanecer constantes

durante la inversidn. VNA también esta relacionado con la funcién TIR (tasa interna de retorno).

TIR es la tasa para la cual VNA se iguala a cero: VNA (TIR(...);...) = 0. L]
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6.7.6. Simplificacion de Schneider

En este caso, Erich Schneider [23] propone la sustitucién de la ley financiera de des-
cuento compuesto por el descuento simple.

Vo=Ci(1=i)+Co(1=20)+ -+ Cu(1 —ni)

de donde,

—Vo+ Z Cr
== (6.50)
Y k-G
k=1

Esta férmula (6.50) solo nos proporciona un valor aproximado de i (la tasa de re-
torno). Esta serd tanto mayor cuanto menor sea el valor de i, ya que asi, menor serd el
valor de los términos que se desprecian. "

6.7.7. Estimacion inicial de i. Método heuristico

En este método, para la estimacién inicial de un valor de i en una operacién financiera
sujeta a interés compuesto, podemos utilizar el método heuristico visto en (5.16) de la
pagina 67.

Cuando los términos no son constantes, aplicamos la ecuacién vista en (6.49), en la
pagina 93.

Ejemplo 6.7 De un préstamo por 1 000 000 €, los gastos de formalizacién, ascienden a 30 000 €
(el 3%). El préstamo, se valora al 5 % de interés efectivo pagadero por anualidades vencidas en
4 afios. Determinar la TAE.

Vo =Cay;

1
1000000 = Caz s ¢ = 1000000 _ »¢5 011,83

az10.,05
Si el valor recibido es: 1 000000 — 30000 = 970000, el interés efectivo i, seria,

970000 =282011,83 ag;

1. Utilizando una calculadora financiera u hoja de célculo,

282011,83 282011,83 N 282011,83 282011,83
(1+0)! (1+1i)? (1+1i)3 (14+0)*

970000 =

igualando y resolviendo, i = 6,324 %. Con la calculadora financiera, i,

970000 (PV]4 [ n ]282011,83 [ i ] obteniendo 6,324

2. Interpolando,
970000

282011,83

utilizando la aproximacién de la interpolacién lineal (véase A.4 en la pagina 179) y ob-

=3,439572

teniendo los valores en las tablas financieras (véase B.3 en la pagina 194),

3,4395-3,3872  i—0,07
3,4651—3,3872 0,06 0,07

i=(0,672298-—0,01) +0,07 i=0,063277 i=06,328%
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3. Utilizando la aproximacién de Schneider (6.50),

Vo=C(1—i)+C(1=2i)+--+C(1—ni)

970000 = 282011,83(1 — i) +282011,83(1 —2i)+
+282011,83(1—3i) +282011,83(1 —4i)

970000 = (282011,83-4) — (282011,83+282011,83-2+
+282011,83-3+4282011,83-4)i

~ —970000+282011,83 -4
= 2820118,30

i = 0,056043 i=5,604%

4. Estimando el valor inicial de i por el método heuristico con (5.16),

282011,83 270000
ip=2
970000
4970000
39511,83
i =275 5aa0 = 0,06517 io=6,517%

Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1 Determinar el valor de una finca que ha sido adquirida por 40 000 <€ al contado
y una renta de 6 000<€ pagaderos por semestres vencidos durante 10 afios. El tipo de interés al
que se valora la operacioén es el 6 % anual.

S8 497 6CT = 0A :uoronjos

Ejercicio 6.2 Cierta persona tiene dos opciones para pagar una deuda en 10 afios: pagar al final
de cada cuatrimestre 4 500€, o bien pagar el tltimo dia de cada mes 1 200€. Si el tanto de
valoracién es del 6 %, ;Cudl es la mds ventajosa para el acreedor?

e'C BT -UQN[OS

Ejercicio 6.3 Determinar el valor de una vivienda sabiendo que la cuarta parte de su valor se
paga al contado y el resto mediante una renta trimestral de 6 000 € pospagables, comenzando
los pagos a los tres afios de la compra. La duracién es de 20 afios y el tanto de valoracién el 6 %
de interés anual efectivo.

7120 S1€ = 0A tugronjog

Ejercicio 6.4 El propietario de un local comercial cobra 3 500<€ mensuales de alquiler, el valor
del local es de 400 000<€. Se quiere conocer el rendimiento unitario si el cobro se hiciera:

1. Al final de cada mes,

2. Al principio de cada mes.

%TTL11 (T %020 11 (I :ugonjog

Ejercicio 6.5 Calcular, en base al 2% de interés efectivo semestral, el precio a que puede ven-
derse un inmueble cuyos ingresos y gastos, son los siguientes,

= Alquileres: 10 000€ mensuales,

= Gastos generales: 8 000<€ trimestrales,
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= Impuestos: 2 000 € anuales

16811 181 ¢ = A ugtonjosg
Ejercicio 6.6 ;Qué cantidad constante debe colocar un ahorrador al principio de cada semestre
en un banco que computa intereses al rédito del 3,50 % efectivo anual si se pretende formar en
cuatro afios un capital de 15 000€?

YeL T = D ugmonjog
Ejercicio 6.7 ;Qué cuantias constantes tendran las rentas fraccionadas semestrales, trimestrales
o mensuales equivalentes a una renta anual de 20 000 € si el tipo de interés efectivo anual es del
5%?

§9°6791 = (¢)D 688061 = ()0 €0°8L86 = (7)O ‘UQIN[OS

Ejercicio 6.8 Si sabemos que el tipo de interés vigente en el mercado es del 5 % nominal anual,
se pregunta:

1. ;(Qué diferencia hay entre percibir 12 000 € al final de cada aflo y percibir 1 000<€ al final
de cada uno de los meses de ese mismo afio?

2. (Qué diferencia hay entre percibir 4 000 € al principio de cada afio y 1 000 € al principio
de cada trimestre?

Ly'eL=CA(  98'8LT="A(] :ugrnjog
Ejercicio 6.9 Hallar el valor de una renta inmediata, pospagable, trimestral y perpetua de tér-
mino 4 500 € utilizando una valoracién anual del 6 %.

000 00€ = %A :ugtonjog
Ejercicio 6.10 Calcular el importe total disponible dentro de diez afios en una entidad financiera

que capitaliza trimestralmente al rédito del 4 % si se imponen en estos momentos 5 000 € y al
final de cada trimestre de los primeros 6 afios 1 000 <.

€8 °TLO 6E = A ‘ugtonjog
Ejercicio 6.11 ;Qué capital se formara al cabo de tres afios de efectuar imposiciones quincena-
les de 200<€ en un banco que capitaliza al 3,50 % de interés nominal anual.

TSUILI ST = "A :ug1dn[og
Ejercicio 6.12 Se desea comprar un piso y se ofrecen las siguientes modalidades de pago:

1. Al contado por 400 000 €

2. Entregando 80 000 <€ de entrada, 62 500<€ dentro de 5 meses y el resto en pagos trimes-
trales de 10 000 <€ durante 10 afios debiendo efectuar el primero dentro de 9 meses.

3. Entregando 60 000€ de entrada y el resto en mensualidades de 6 500€ durante 7 afios
venciendo la primera dentro de un mes.

Determinar cudl de las opciones es la mds barata para el comprador si la operacion se valora al
5,26 % de interés efectivo anual.

e [ B7] -UQION[OS

Ejercicio 6.13 En una linea de ferrocarril existe un paso a nivel que tiene que ser guardado por
vigilantes cuyos salarios ascienden a 2 850 € mensuales.
La construccién de un puente en dicho paso a nivel asciende a 440 000€ y tiene que ser
reemplazado cada 50 afios. Ademads, el coste de mantenimiento anual del mismo es de 3 150 €.
Estudiar si interesa a la compaiiia la construccién del citado puente si el tipo de interés efec-
tivo anual es del 7% o del 8 %.

QUE[ISIA [9 % § T8 ‘@uand [2 9, £ [V UQION[0S
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Ejercicio 6.14 Una persona impone un capital determinado al 7,50 % de interés compuesto al
principio de un cierto afio. Tres aflos después se le asocia otra persona con un capital tres veces
mayor.

Si al cabo de diez afios la ganancia producida en conjunto para ambos asciende a 607 635,80 <€,
(cudl serd el capital aportado por cada socio y la ganancia que les corresponde?

6% 62 S6¢ (4 1€°90CCIT (B 00000T = O -ugronjog

Ejercicio 6.15 ;Qué capital debemos imponer en un banco que abona intereses del 4,50 % anual
para que este sea suficiente para cubrir los gastos de un negocio durante 10 afios, sabiendo que
el aflo anterior ascendieron a 10 000€ y se prevee un aumento anual del 3 %. Se supone que la
totalidad de los gastos, se abonan al final de cada afo.

99 °CEY T6 = 0A ugronjog

Ejercicio 6.16 Para formar un capital de 1 000 000 <€ se deposita durante 8 afios, y al principio
de cada uno de ellos una anualidad al 5 % de interés compuesto, siendo cada afio 3 700 € mayor
que la del afio anterior. Determinar el valor de la primera imposicion.

LE'0EL L = D ugIoNnjog

Ejercicio 6.17 Determinar el valor actual de una renta pospagable de 15 términos sabiendo que
la cuantia del primer término es de 2 S00<€ y los siguientes aumentan cada afio en 100 <€ si el
tipo de interés es del 5 %.

$6°LLTTE = YA ugtONjOg

Ejercicio 6.18 Hallar la razén de las anualidades de una renta perpetua pospagable que varia
en progresién geométrica, siendo su primer término 5 000<; el tipo de interés, 6 % y habiendo
pagado por ellas 250 000 €

01 = b :ugronjog

Ejercicio 6.19 Una persona impone a interés compuesto el 1 de enero la cantidad de 5 000 €,
y el primero de cada afio sucesivas sumas que exceden en 100€ a la precedente. El 1 de julio
de cada afio retira: el primer afio 1 000€, y cada afio sucesivo una cantidad vez y media mayor
de la anterior (1 500, 2 250, 3 375, etc.) ;Qué capital tendré al cabo de cinco afios de la primera
imposicion. Si los intereses se capitalizan semestralmente, en 30 de junio y 31 de diciembre de
cada afo, al tipo de interés del 2 % efectivo semestral?

06°€E1 ST = "D :ugronjog

Ejercicio 6.20 Calcular el valor actual de los ingresos que percibird una empresa en los proxi-
mos seis aflos sabiendo que la produccién del primer afio se valora en 1 000 000€ y que sera
incrementada cada afio sobre el anterior en 200 000 <€ si para la valoracién se utiliza el rédito
anual constante del 5 %.

78067691 L = %A :ugronjog

Ejercicio 6.21 Valorar la corriente de ingresos que percibird un determinado trabajador durante
los proximos 8 afios sabiendo que su sueldo actual es de 40 000€ anuales y que se prevé un
aumento anual acumulativo del 2,50 % si se utiliza como rédito de valoracion constante el 6 %
anual.

0Z°080 6T ="A €2°01769¢ = A ‘ugtonjog
Ejercicio 6.22 Calcular el valor actual de una renta pospagable de las siguientes condiciones:

1. Los términos varian en progresion geométrica de razén 0,95 siendo la cuantia del primero
100 000;

2. La duracion de la renta es de 12 afios;
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3. El tipo de interés durante los seis primeros afios es del 7% y el 9 % para los restantes 6
anos.

$9°L99 179 = 0A :ugronjog

Ejercicio 6.23 Una persona impone en un banco el primero de enero de cierto afio la cantidad
de 10 000€ y en la misma fecha de cada afio de los siguientes impone una cantidad que es un
10 % mayor que la del afio anterior. ;Qué capital reunird al cabo de 8 afios de efectuar la primera
imposicion si la entidad capitaliza al tanto del 5 % anual?

10°888 6€T = “A ‘U9ION[OS

Ejercicio 6.24 Calcular el valor actual de una renta pospagable de 10 términos anuales cuyos
tres primeros son de 8 000<€, cada uno, los cuatro siguientes de 12 000€ y los restantes de
13 000<€. Si el tipo de interés aplicable es del 6 % para los cuatro primeros y del 8 % para los
restantes.

TL'0SY 9L = OA ‘ugtonjog
Ejercicio 6.25 ;Qué cantidad se ingresard en un banco que capitaliza al 8% anual para que

éste abone, a fin de cada afio y durante doce, una renta cuyo primer término es de 50 000 €
aumentando cada afio un veinteavo del anterior.

16°L90 8LY = CA :ug1onjog
Ejercicio 6.26 Hallar la razén de los términos de una renta perpetua pospagable que varia en

progresion geométrica siendo su primer término 60 000€, el tipo de interés el 10% y se ha
pagado por ella 1 000 000 €.

01 = b :ugronjog

Ejercicio 6.27 En concepto de ingresos netos un inversor percibe las siguientes rentas:

Periodo | Concepto Importe
0 Inversién inicial | 180 000
1 Ingresos 12 000
2 Ingresos 30000
3 Ingresos 40 000
4 Inversién 6 000
4 Ingresos 55000
5 Ingresos 60 000

Determinar al 5% el VAN y obtener la TIR.

%LI'T=IL  SO‘€8Y61— = NVA :uorn[0S
Ejercicio 6.28 De un catdlogo deducimos que la adquisicién de una maquinaria puede hacerse
abonando en el acto 100 000 € y al término de cada afio una anualidad que supera la anterior en

un 1/25. Determinar el precio de la misma al contado, sabiendo que son en total diez pagos a
realizar y que la operacidn se valora al 7% de interés compuesto anual.

6C L1888 = 0A :uown[oOg

Ejercicio 6.29 Calcular los valores actual y final de una renta descrita por,
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Periodo Importe
0 15000
1 20000
2 25000
3 30000
4 35000
5
6 45000
7 51750
8 | 59512,50
9 | 68439,37

10 | 78 705,28

si el tipo de interés aplicable es del 8 % para los 5 primeros afios y del 10 % para los siguientes.
1€°1€0809 ="A  T1°L¥69ST = A :ugtonjog

Ejercicio 6.30 Un industrial adquiere una maquina comprometiéndose a pagarla en diez afios
en la forma siguiente: al final del primer afio 150 000 <€, al fin del segundo 170 000 €, al fin del
tercero 190 000 €, y asi sucesivamente hasta 330 000€ al final del décimo afio. Si el tipo de
interés aplicado en el contrato es del 4 %, ;cudl es el valor de la médquina al contado?

17192168 I = A :ugronjog

Ejercicio 6.31 Determinar el valor actual a 1 de enero de un trabajador que gana 1 000€ men-
suales mas dos pagas en 30 de junio y 31 de diciembre si lo valoramos a i = 3,50 % durante un
afio.

L1°8TLET = 9A :ugronjog
Ejercicio 6.32 Cual es el valor dentro de dos afios de una renta obtenida por un trabajador que

ingresa 1 100<€ mensuales en el primer afio y un 6 % mas en los siguientes meses del segundo
afio si lo valoramos a un i =4 %.

09 ‘¥TT 8T = “A ‘ugronjog

Ejercicio 6.33 Determinar el ahorro al final de 4 afios si los ingresos mensuales son de 1 890 <€,
los gastos trimestrales ascienden a 890<€ el primero y 100€ mas cada uno de los siguientes.
Ademads paga 500 € prepagables cada uno de los meses en los 4 afios si se valora la operacion a
un i = 0,50 % mensual.

99 ‘¥0T 9% = “A ‘UoION[OS

Ejercicio 6.34 Con imposiciones mensuales en un incremento del 4 % se quieren obtener 20 000 €
dentro de 6 afios. Determinar el importe de la dltima cuota si i = 2,50 %.

LS €8L = T rugronjos

Ejercicio 6.35 Calcular el importe total obtenido a los 3 afos por un trabajador que cobra 950€
mensuales con un incremento anual del 2,50 % si se valora al 2 % efectivo anual.

66780 9¢ = 9t/ ugrON[OS
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Resolucion de los ejercicios propuestos

Solucion ejercicio 6.1

Vo = 40000 + 6 000 axgig 3 Vo = 129264, 85

Solucién ejercicio 6.2

1. Si pagamos al final del cuatrimestre,

Vo= 4500@@0’02 Vo = 100784,05

2. El ultimo dia de cada mes,

V() =1 200am0,005 V() =108 088, 14
por lo que elegimos la 2.2 opcidn.

Solucién ejercicio 6.3

1
Vo = Zv1+%v1 i = (1+0,06)3 — 1 =0,014674

Vi = 6000agg9 o14674(1 +0,06) > =236 266,08
~236266,08 -4

0 3 =315021,44
Solucién ejercicio 6.4
400000 = 3500 N%) i12) = 0,008750
i = (1+0,008750)'2— 1 i=0,110203 ~ 11,020%
400000 = 35001,(1% (1 +i<12>) i12) = 0,008827
i =(1+0,008827)2—1 i=0,111224~11,122%

Solucion ejercicio 6.5
i =0,02 12 =(1+0,02)s —1 12 =0,003306

i=(1+0,02)>2—1 i = 0,040400
i = (140,02)2 =1 i® =0,009950

Vo = 10000 —————— (1 40,003306) Vo= 303490404
o 0,003306( +0, ) Vo ’
1
~Vo=8000 ————— Vo= —803980,18
0 0,009950 0 ’
1
Vo =2000 ————— Vo= —49504,95
0 0,040400 0 ’
El precio, seria = 2181418,91
Solucién ejercicio 6.6
i@ = (1+0,035) — 1 i? =0,017349

150002C§m0’017349 C: ] 734
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Solucion ejercicio 6.7

i = (140, 05)7‘—
i) = (140,05)3 —
12 = (1+0, 05)1—‘2_

20000 = C's319 024695
20000 = Csz19. 012272
20000 = Cs1310 004074

Solucion ejercicio 6.8 Calculamos,

1. Entre final de afio y fin de cada mes,

Va=1 0003@0,004167
2. Entre el principio de afio y del trimestre,

Vo = 10004z, 125

Solucion ejercicio 6.9

i) =0,024695
i) =0,012272
i12) = 0,004074

C =9878,03
C = 4908,89
C =1629,65

V, =12278,86 — 12000 = 278,86

Vo =3926,53 -4000= 73,47

V0—4500006 Vo = 300000
4
Solucion ejercicio 6.10
10-4
0,04
V, =7444,32+31628,51 =39072,83
Solucién ejercicio 6.11 Sabiendo que 1 afio = 24 quincenas,
Vn :200Sm0’001458 Vn = ]5]7]752

Solucion ejercicio 6.12 Calculamos los intereses efectivos periddicos que necesitamos,

i12) = (140,0526)1 — 1 = 0,004281
1. El valor al contado es de Vi = 400 000
2. En la segunda opcidn,

Vo = 80000+ 62500 (1+0,004281)

5410000 (1+0,012898)~

i® = (140,0526)% — 1 = 0,012898

2
at10-410,012898

Vo = 80000 + 61 179, 17 + 303 089, 30 = 444 268,47

3. Con la tercera,

V() == 60 OOO + 6500%0,004281 == 5]7794,46

Elijo la 1.2

Solucion ejercicio 6.13 Calculamos en primer lugar el coste del puente a ambos tipos de interés

y luego el coste del trabajador para comparar,

Vo = 440000+ 3 150 asgg o7
Vo = 440000 + 3 150 asg)g g

i12) = (1+0,07)1 —
i12) = (1+0,08)1 —

Vo = 2850 a50.1210 005654
Vo = 28504551310 006434

Vo =483472,35
Vo =478535,48

1 =0,005654
1=0,006434

Vo = 486 943,45
Vo = 433512,82
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Al7% el puente =483472,35 < 486943,45 mientras que al 8 % el vigilante =433512,82 <
478535,48

Solucion ejercicio 6.14
C} =C(1+0,075)'° C2=3C(140,075)

C [(1+0,075)!°— 1] +3C[(140,075)" — 1] = 607 625,80

C = 200000 3C = 600000

C1 =200000 [(1+0,075)"°—1] = 212206,31
C> =600000 [(1+0,075)"—1] = 395429,49
(+) = 607635,80

Solucién ejercicio 6.15 Calculamos el valor actual de una renta variable en progresién geomé-
trica,

1—da"(1 N\ —n
Vo(C, q )i _clzaiti)™ €y = 10000-1,03 = 10300
1+i—gq
1—1,03'9(1 +0,045)"10
Vo = 10300 —— ’ Vo = 92435,66
0 140,045 1,03 0 :

Solucién ejercicio 6.16 Utilizando la expresion del valor final de una renta variable en progre-
sién aritmética prepagable,

Va(C,d)nli = KC+ %) Sali — #} (1+1i)

1000000 — {(C+3700) 3700-8

2 _ 20U
0,05 ) *810.05™ 703 }( +0,05)

1000000 = [(C+74000)9,549109 — 592000} 1,05

1000000
1,05

~952380,95 + 592000 — 706 634,06
- 9,549109

=9,549109C+- 706 634,06 — 592 000

C C=1871730,37

Solucién ejercicio 6.17 Con la ecuacidon del valor actual de una renta variable aritmética,

d d
Vo(C,d)nii = (CJF 7 +dn) ag; — Tn

100-15
+ 100 . 15)&@0,05 - W

100
Vo= (2500+0705

Vo = 32277,95

Solucion ejercicio 6.18 Utilizamos la expresion para la renta variable en progresion geométrica

perpetua,

c

Vo(C,q)=li =

0(C,q)=i TTi g

5000
250000 = — > 1,06 — ¢) 250000 = 5000
1+0,06_¢ (1,06—g)

260000

265000 —5000= 2500004

77 250000 q=1,04
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Solucion ejercicio 6.19 Hay que tener en cuenta que las imposiciones se realizan al principio
de cada afio, por tanto, son prepagables. Las retiradas de cada afio se realizan a mitad de cada
uno de los afios. Por eso las diferimos un semestre.

i® i=(1+0,02)>—1 i = 0,040400

(+)  V,(5000;100)5/0,0404 (1 +0,0404)

100 ) 100-5
50004+ ——— ) 5510 ou0s — ———| 1,0404 = 29281,53
K *0.0404 ) %50.0404 ~ G404 | ’
1500

V,,(1000; 1,5)3]0,0404 (1 +0,0404)(1,02) !

(1,0404)° —1,5° i
e 71,0404 1,027 = 14 147,63
1+0,0404—1,5" ’ ’

(=) 15133,90

1000

Solucion ejercicio 6.20

d d
Vo(C,d)nli = (C+ = +dn) an; — an
i i

200000 200000-6

0,05

Vo= (1 000000 + +200000- 6) 6]0,05 —

)

Vo =7469290,82

Solucion ejercicio 6.21

__1=gq"+™
Vo(C,q)n\t = 1+i—q
1—-1,025%(1+0,06)"8

—4
Vo = 40000 140,061,025

Vo = 269210,23

Solucién ejercicio 6.22 Debemos tener en cuenta para la valoracién el cambio de tipo de interés
que se produce en el sexto afio.
El término variable geométricamente en el 7.° afo, es,

C7 = 100000 0,955 = 73509, 19

Vo(C,q)nli = I-q1+) " lq:_(:j;)”

(+)  Vo(100000;0,95)d0.07

1-0,95%(140,07)"¢
1+0,07—0,95

(+)  Vo(C7:0,95)60,09(1+0,07)7°

1—0,95%(140,09)°

Vo = 100000 425147,70

Vo = 73509, 19 (140,07) = 196519,95

140,09 —0,95
(=) 621 667,65
Solucion ejercicio 6.23
C.gmi=E =L 1
Vnzloooo(l+0’05)8_1’18(1+0,05) V, = 1393888,01

14+0,05—1,1
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Solucidn ejercicio 6.24
Vo = 8000az o6 + 12000 (1 + 0,06)"*+12 000az)g s (1 + 0,06) 4+
Vo =76450,72

+13 00031 g3(140,08)3(1+0,06)*

Solucidn ejercicio 6.25
1
—=5%

20
1—1,05'2(1+0,08)!2
Vo = 50000 —— ’
0 14+0,08—1,05

q=1,05

Vo = 478067,91

Solucién ejercicio 6.26
60000
(1,1 —¢g)1000000= 60000

100000 = ————
1+0,1—g¢
1100000 — 1 000000¢g = 600001 040 000 = 1 000000g g=1,04

Solucion ejercicio 6.27 Este ejercicio se resuelve con hoja de célculo.

Solucion ejercicio 6.28

" 1—1,0419(1+0,07)"10
Vo = 100000 ’ ’ 1 7
0 17007104 (U T007)

Vo(100000; 1,04)100,07
Vo = 882817,29

Solucion ejercicio 6.29
Vo(15000;5 000)30.08 + Vo(45000; 1,15)5/0,10 (1 +0,08) >

) 5000 5000-5
Vi {(15000 = : ) 08 — 1,08 = 104 4
o + 008 3000+5 Jsloos — RS 11,08 = 104493

3

1—1,15(1+0,10)=5 s
Vo = 45000 1 —152454,11
0 1+0,1—1,15 (1+0,08) 52454,

Vo = 104493 + 152454,11 = 256947, 11
V, =256947,11(140,08)°(1+0,10)% = 608 031,31

Solucion ejercicio 6.30 Obtenemos el Vj de la renta aritmética que supone,

20000 20000-10
Vo =1894261,41

Vo = 850000451y 04 — 5 000 000

Solucidén ejercicio 6.31 Consideramos dos rentas constantes. La primera de 12 términos men-

suales y la segunda de 2 términos semestrales.

i12) = (1+0,035)% — 1 i12) = 0,002871
i@ = (1+40,035)2 — 1 i =0,017349
V() =1 000&@0’00287] = 11 779,04
V() =1 0006@0,017349 = ] 9497 ]3
13728,17

(+) =
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Solucion ejercicio 6.32

L

i12) = (140,04) — 1 i12) = 0,003274

Lo resolvemos como 2 rentas constantes, obteniendo el valor final de la primera en el 2.° afio
y el valor de la segunda en el mismo momento.

V},: =1 ]00%0’003274(1 +0,04) = 13977,80
V},:/ =1 ]665‘@0’003274 14246,70
(+)= 28224,60

otra alternativa seria haber obtenido el valor final sustituto anual de la primera y considerar el
incremento como la razén de una renta geométrica anual.

Solucién ejercicio 6.33 En primer lugar, convertimos los ingresos mensuales en su equivalente
anual valorados al i dado, haciendo previamente la equivalencia de los tipos de interés.

i=(1+0,005)12— 1 i=0,061678
i = (1+0,06178)3 — 1 i) =0,015075
Vn =1 890Sm07005 (+) = 102 244790
100
100-16
ELLALE )= 2885614
0015075 (=) 8856,
Vl’l = 500:5:@0’005 (_) = 27 ]847 ]6

46204, 66
Solucion ejercicio 6.34
i12) = (140,025)12 — 1 i12) = 0,002060

(1+0,002060)72— 1,047
1+0,002060 — 1,04
20000 = 413,350059C C =48,385139

20000=C

El C obtenido serd el primero. Calculamos el dltimo término de la progresion,
Cn=Ciq¢""  (Cp=48,385139-1,04"" (3, =783,57

Solucién ejercicio 6.35 En primer lugar debemos obtener el equivalente anual al sueldo men-

sual.
1
i1 = (1+40,02)7 — 1 i1 =0,001652
V]z = 950Sﬁ‘0,001652 V]z =11 504, 13

Utilizando (6.17) obtenemos el valor final de la renta geométrica a los 3 afios.

(140,02)° —1,0253

V3(11504,13:1,025)30.02 = 11504
3(11504, 3002 1+0,02—1,025

V3 =11504,13-3,136525 V3 =36082,99
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